Preuves chapitre 3                                                                                                                 TS 2


La fonction exponentielle
Preuve 1
On considère que  f dérivable sur  vérifie f’ = kf et f(0) = 1.

On considère pour tout réel x, la fonction 
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 est dérivable sur  et pour tout réel x :
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Donc 
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 est constante sur . Or 
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Donc pour tout réel x : 
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 i.e. f ne s’annule pas sur .
Preuve 2
· L’existence sera justifiée au cours d’un autre chapitre.
· Démontrons l’unicité de cette fonction. Supposons qu’il existe une autre fonction g telle que g’ = g et g(0) = 1.

On considère la fonction 
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Alors elle est dérivable sur  et :
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Donc 
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est constante sur .

Or 
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Donc pour tout réel x : 
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Preuve 3
· On sait déjà que exp est dérivable sur  et est non nulle.
De plus 
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On considère la fonction 
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 définie sur  par 
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 est dérivable sur  et pour tout réel x :
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car 
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 est constante sur .
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· On considère une fonction f dérivable sur , non nulle, telle que pour tous les réels a et b : 
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Montrons que 
[image: image28.wmf]exp

=

f

.

On considère un réel a et x une variable réelle. On a alors : 
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La fonction 
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La fonction 
[image: image32.wmf])

(

).

(

x

f

a

f

x

a

 est dérivable sur , sa dérivée 
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Donc pour tout x réel : 
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Donc f est solution de l’équation différentielle 
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Preuve 4
· Pour tout réel a : 
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· Pour tous réels a et b :
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· Pour tout n entier naturel et a réel, montrons que 
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· Pour n = 0 : 
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· On suppose que pour un certain naturel n on a : 
[image: image47.wmf]n

a

na

))

(exp(

)

exp(

=

. Montrons que c’est vrai au rang 
[image: image48.wmf]1

+

n

.

[image: image49.wmf](

)

(

)

1

)

exp(

)

exp(

.

)

exp(

)

exp(

).

exp(

)

exp(

)

)

1

exp((

+

=

=

=

+

=

+

n

n

a

HR

a

a

a

na

a

na

a

n


Donc l’égalité est vraie au rang 
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Pour n entier avec 
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Preuve 5
Pour tout réel x : 
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Preuve 6
Pour tous x et y réels.

· ( Si 
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· Soit 
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· Soit 
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Preuve 7
· En 
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On considère la fonction f définie sur + par 
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Donc pour tout 
[image: image86.wmf]0

³

x

 : 
[image: image87.wmf]x

e

x

³

, donc 
[image: image88.wmf]+¥

=

+¥

®

x

x

e

lim

.
· En 
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Quand x tend vers 
[image: image90.wmf]¥

+

 alors 
[image: image91.wmf]x

-

 tend vers 
[image: image92.wmf]¥

-

.

Donc 
[image: image93.wmf]+¥

=

-

-¥

®

x

x

e

lim

. Or 
[image: image94.wmf]x

x

e

e

1

=

-

 donc  
[image: image95.wmf]+¥

=

-¥

®

x

x

e

1

lim

 donc 
[image: image96.wmf]0

lim

=

-¥

®

x

x

e

 (par valeur positive)

Preuve 8
· On a toujours 
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Par définition du nombre dérivé :


[image: image98.wmf]1

)

0

exp(

)

0

(

(exp)'

0

1

lim

0

=

=

=

-

-

®

x

e

x

x

 donc 
[image: image99.wmf]1

1

lim

0

=

-

®

x

e

x

x

.

· Pour  x proche de 0, on a 
[image: image100.wmf]x

x

e

e

x

+

=

+

»

1

).

0

(

(exp)'

0

.
Preuve 9
Pré requis :
Pour 
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· On considère la fonction f définie sur + par 
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Preuve 10
· (  Soit C un réel fixé.
On considère la fonction 
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Pour tout réel x : 
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(  Réciproquement, on suppose qu’une fonction f dérivable sur  vérifie 
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On pose pour tout réel x : 
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g est dérivable sur  et :
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Car 
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Donc la fonction g est constante sur , i.e. pour tout réel x : 
[image: image131.wmf]C

x

g

=

)

(

 où C est une constante réelle. i.e. 
[image: image132.wmf]kx

Ce

x

f

=

)

(

.

· Les fonctions f dérivables sur  telles que 
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Pour un certain a réel :
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Preuve 11
· ( 
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